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要旨（Abstract）
量子ウォークの PropagatorSetの定義を与え、実パラメータの自由度を次元として PropagatorSetの次元を与
える定理を示し、いくつかの実例で計算する。あわせて、瀬川－鈴木［10］と根岸［８］の定義の違いについて考
察する。
キーワード：量子ウォーク、PropagatorSet、有限グラフ
Ⅰ 抽象的量子ウォーク再考
１ 瀬川－鈴木の定義
瀬川－鈴木［10］では、 次のように抽象的量子ウォークが導入されている。
可算集合 Vに対し、菖Hv蒋v∈Vを可分なヒルベルト空間の族とし、H＝⊕v∈VHvとし、H 上のユニタリ作用
素を Uとする。（U,菖Hv蒋v∈V）を QW（量子ウォーク）の一つの時間発展といい、（U,菖Hv蒋v∈V）∈FQW と表
す。さらに、Pvを H から Hvへの正射影としたとき、作用素 Uuv:Hv→ Hu（u,v∈V）を
Uuv=PuUPv
で定義する。
時間発展（U,菖Hv蒋v∈V）∈FQW を一つ固定した時、有向グラフ GU=（VU,DU）を次のように定義する。
⑴ VU=V.
⑵ Uuv≠ 0⇔ e=（v,u）∈DU
すなわち、ユニタリ作用素 Uによって、グラフ GUの有向辺集合 DUが定められているのである。
２ 根岸の定義
一方、根岸［８］では、量子ウォークを次のように導入している（１）。
グラフ G=（V,D）と、v∈ V毎に対応したヒルベルト空間 Hvがあって、H =⊕v∈VHvとなっている。ま
た、Pvを Hvへの正射影とする。H 上のユニタリ作用素 Uに対し、Uuv:=PuUPvとしたとき、（v,u）∉ D
⇒ Uuv=0となる Uを速さ 1のユニタリ作用素と呼ぶ。H の単位ベクトルϕを状態ベクトルとし、Utϕ（t∈ ）
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（１）見やすさのため記号等を瀬川－鈴木［10］に揃える
を速さ 1の量子ウォークとした。すなわち、グラフが先にあって、そのグラフに沿って状態が伝わるユニタリ作用
素を定めている。
この 2つの定義には一見大きな差はないように思える（２）が、次の疑問が生じる。
問 頂点集合 Vが確定し、ヒルベルト空間H が固定されたとき、H 上の任意のユニタリ作用素 Uはそこから定
義されるグラフ GUの速さ 1のユニタリ作用素であるのか。
Ⅱ PropagatorSetとその次元
１ コイン空間と PropagatorSet
ここからは、根岸の定義に従って考察を行う。すなわち、グラフ G=（V,D）は所与とする。ヒルベルト空間
H に対し、
定義 1 C:＝菖U∈U（H）―u≠ v⇒ Uuv=0蒋
をコイン空間（３）といい、コイン空間の要素をコインという。ただし、U（H）はH 上のユニタリ作用素全体を表
す。コイン空間 Cは作用素の合成で乗法群を成している。
また、前節での速さ 1のユニタリ作用素をここからは、Propagatorと呼ぶことにする。さらに、
定義 2 P :＝菖U∈ U（H）―（v,u）∉ D ⇒ Uuv=0蒋
を PropagatorSetと呼ぶ。PropagatorSetP は作用素の合成や和で閉じていない。
コイン空間 Cはグラフの頂点集合 Vのみに依存するが、PropagatorSetP はグラフ Gに依存する。
２ H の次元
さて、根岸［８］では次の 2つの条件を考察している。
（O.1）任意の e=（v,w）∈ D に対し、ある ϕ∈ Hv,ϕ≠ 0が存在して PwUϕ=Uϕ.が成り立つ。
（O.2）任意の e=（v,w）∈ D に対し dim（Ran（Uv,w））≤ 1。
（O.1）は任意の辺に対して、その辺のみを通過する状態があるという条件である。すなわち、グラフ上を伝わる
情報が辺で分離されるという条件である。また、（O.2）は逆に、１つの辺を伝わる状態は高々１つであるという条
件である。すなわち、１つの辺を伝わる情報を高々１次元に制限するという条件である。
根岸［８］では（O,1），（O,2）を満たす Propagatorの存在と、グラフ Gが次の２つの条件を満たすこと同値
であることを示している。
（G.1）任意の v∈ Vに対し、｜N（v）｜＝｜N－1（v）｜。
（G.2）任意の v∈ Vに対し dim（Hv）＝｜N（v）｜
ここで、N（v）は頂点 vに隣接する、すなわち、（v,w）∈ D となる頂点 wの集合、N－1（v）は頂点 vが隣
接する、すなわち、（w,v）∈ D となる頂点 wの集合を表す。グラフ Gが仮定（G,1），（G,2）を満たすとき、
dim（H）＝ ｜N（v）｜＝｜D｜
が成り立つ。ただし、次元は複素線形空間としての次元の意味である。
Σ
v∈V
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（２）⑵に相当する条件が必要十分でないため、ユニタリ作用素に対する条件としては根岸の定義の方が緩い
（３）根岸［８］では、速さ 0のユニタリ作用素全体の集合U0とした。
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３ 各集合の次元
グラフ G＝（V,D）を有限グラフとし、V＝菖v1,v2,...,vm蒋とする。H 上のユニタリ作用素 Uに対し、
Uij:＝Uvivj＝PviUPvj
とし、これを Hvj→ Hviの作用素と同一視する。
dim（H）＝n<∞ とし、H の正規直交基底で、その部分集合が Hvi（i＝1,2,...,m）の正規直交基底にこの
順序でなるようなものを一つ取り固定する。このとき、H 上のユニタリ作用素の表現行列は n次ユニタリ行列と
１対１に対応する。ユニタリ作用素 Uの表現行列も Uと表すことにする。U（H）は n次ユニタリ群 U（n）と
同一視できる。さらにユニタリ群 U（n）は、実リー群としての次元は n2である。このことを
dimr（U（H））＝n2
と表すことにする。
作用素 Uij（1≤i,j≤m）の表現行列は di×dj行列となる。これも Uijと表すことにする。ただし、di:＝
dim（H）（i＝1,2,...,m）とする。Uiiは Hvi上のユニタリ作用素、もしくは di次ユニタリ行列である。コイ
ン空間 Cに対し、C∈ Cもしくは、その表現行列 Cは定義１より、
C= Uii
となる。これより次の命題が成り立つ。
命題１ Cの実リー群としての次元を dimr（C）と表すと
dimr（C）＝ d2i
となる。
証明：Uiiは di次ユニタリ群 U（di）に属することから明らかである。
さて、PropagatorSetP は群構造を持たないが、その表現行列全体は、空間 n2内である種の制約条件を持つ
図形と同一視できる。その図形の実パラメータの自由度を P の次元といい、dimr（P）と表すことにする。以下、
これについて考察する。
U∈ P とする。 定義２より、Uij≠ 0⇒（vj,vi）∈ D であるから、各 iに対し、必ずしも 0にならない Uij
は vj∈ N－1（vi）のときのみであり、その複素成分の総数は
di dj＝ di aijdj
となる。ただし、A＝（aij）はグラフ Gの隣接行列であり
aij＝兼牽
験
で定義される。したがって、Uの必ずしも 0でない複素成分の総数は∑ di∑ aijdj＝（d,Ad）となる。
ただし、（·,·）は m の内積で、d=t（d1,d2,...,dm）である。
次に、上の条件に追加される Uに対する制約条件は、Uがユニタリ作用素であること、すなわち、U*U＝Iと
なることである。ただし、U*＝tŪは、Uの随伴行列で、Iは n次単位行列である。U*U＝Iの条件は、対角成分
m⊗
i＝1
mΣ
i＝1
Σ
vi∈N 1（vi）
mΣ
j＝1
1（（vj,vi）∈D）
0（（vj,vi）∉D）
m
i＝1
m
j＝1
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では複素数の絶対値の 2乗の和が 1であるという条件なので、実パラメータの自由度を 1下げる。非対角成分で
は、複素数の積の和が 0という条件なので、実パラメータの自由度を 2下げる。しかし、非対角成分の対称の位
置は共役複素数になっているため重複した条件となるので自由度を下げない。したがって、U*Uの値の定まってい
ない成分 1つにつき実パラメータの自由度が 1下がることになる。
U＝（Uij）とブロック行列で表すと、
菖U*U蒋ij＝ 菖U*蒋ik菖U蒋kj＝ （Uki）*Ukj
となる。ただし、菖A蒋ijはこのブロック化の行列 Aの（i,j）ブロックを表す。（Uki）*Ukjが必ずしも 0にならな
いのは、（vi,vk）∈ D かつ（vj,vk）∈ D のときのみである。その複素成分の総数は
di a2,ijdj＝（d,A2d）
となる。ただし、
定義３ A2＝（a2,ij），a2,ij＝兼牽験
とする。A2を第 2隣接行列と呼ぶことにする。
以上より、次の定理を得る。
定理 1有限グラフ Gとヒルベルト空間H に対し、その PropagatorSetの次元は
dimr（P）＝ 2（d,Ad）－（d,A2d）
で与えられる。
Ⅲ Example
以下の例では、グラフ Gはすべて無向グラフ、あるいは（u,v）∈ D ⇒（v,u）∈ D を満たすものとし、ルー
プや平行辺は存在しないとする。したがって、｜D｜＝ 2nとして考える。また、（G,1），（G,2）を仮定する。
１ 完全グラフ Km
頂点数 m の完全グラフでは、｜D｜＝m（m－1），di＝m－1（i＝1,2,...,m）となっている。また、Aは対
角成分がすべて 1で、非対角成分がすべて 1の行列、A2はすべての成分が 1の行列である。したがって
dimr（U（H））＝ m2（m－1）2，dimr（C）＝m（m－1）2，dimr（P）＝m（m－1）2（m－2）
となる。dimr（C）＋dimr（P）＝m（m－1）3なので、完全グラフであっても C∈ Cと P∈ P の 1次結合で表
せないユニタリ作用素が存在する。
mΣ
k＝1
mΣ
k＝1
mΣ
i＝1
mΣ
j＝1
1（菖tAA蒋ij≠0）
0（菖tAA蒋ij＝0）
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図1 完全グラフK6
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２ 完全 2部グラフ Km1,m2
V＝ V1∪V2,V1∩V2＝0,｜V1｜＝m1,｜V2｜＝m2の完全 2部グラフでは、i＝1,...,m1までを V1の頂点、i＝
m1＋1,...,m1＋m2までを V2の頂点とすると、｜D｜＝2m1m2,di＝m2（i=1,...,m1），di＝m1（i＝m1＋
1,...,m1＋m2）となっている。Aは aij＋m1=1（1≤i≤m1,1≤j≤m2）と ai＋m1j＝1（1≤i≤m2,1≤
j≤m1）でそれ以外の成分がすべて 0となる。また、A2はaij＝1（1≤i,j≤m1）と ai＋m1j＋m1＝ 1（1≤i,j
≤m2）でそれ以外の成分がすべて 0となる。したがって
dimr（U（H））＝4m2１m22,dimr（C）＝m1m2（m1＋m2），dimr（P）＝ 2m2１m22
となる。
Ⅳ 両定義に関する考察
もともとの量子ウォークでは、量子ウォークを与えるユニタリ作用素はシフト作用素とコインの積に分解される。
ここで、シフト作用素とは、隣接する頂点の基底間の成分のやり取りを表す作用素で、表現行列がどの行、列も 1
となる成分が 1つと他は 0となる成分になっているという特徴を持つ。仮定（O,1），（O,2）はユニタリ作用素がこ
のような積の分解を持つための必要十分条件となっている。一方、この仮定は（G,1），（G,2）を通じて、ヒルベルト
空間 H とその部分空間 Hvの次元を規定している。各 dim（Hv）を固定し、したがって dim（H）を固定したと
き、瀬川－鈴木の定義に従ってグラフを構成した場合、Uvv≠ 0となる場合を当然含む、すなわち、ループのある
グラフを扱うことになる。またそういった場合を排除したとしても、dim（Hv）＝ 1（∀v∈ V）でも完全グラフに
なったり、逆に dim（Hv）>｜N（v）｜となり、頂点の内部自由度が冗長になるといった場合を含むことになる。従
来の量子ウォークを抽象化し拡張するという意味では、瀬川－鈴木の定義でも根岸の定義でも達成されているが、
拡張性の大きさという意味では前者の方が優れ、従来との関係性の継続という意味では後者の方が優れていると考
える。
Ⅴ 終わりに
本論文では瀬川－木［10］で導入された抽象的量子ウォークの定義と［８］で導入した量子ウォークの定義の違
いを述べた。また、その違いを強調するための道具として量子ウォークの PropagatorSetを定義し、その次元の
計算方法を示した。両定義の違いとして、瀬川－鈴木の方がより多くの場合を含んだ拡張となっていること、一方、
根岸の方はシフト作用素とコインの積に分解できるという特徴を残しつつ最大限の拡張を行っていることを述べた。
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図2 完全2部グラフK4,2
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